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Introdução

Na primeira etapa do curso, consideramos o movimento apenas no plano vertical: 3
graus de liberdade (duas velocidades e uma rotação). Passaremos a trabalhar agora
com o movimento tridimensional da aeronave.

Sistemas de referências e transformações de coordenadas;

Modelo aerodinâmico;

Dedução das equações do movimento;

Estabilidade e dinâmica;
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Sistemas de referência

Sistema de Referência do Corpo

XB - Aponta em direção ao nariz da aeronave

ZB - No plano de simetria; aponta do dorso para o ventre da aeronave;

YB - Completa o sistema destrógiro (aponta para a asa direita).

Sistema de Referência Aerodinâmico

XA - Alinhado ao vetor velocidade aerodinâmica;

ZA - No plano de simetria, perpendicular à XA;

YA - Completa o sistema destrógiro (aponta para a asa direita).

Sistema de Referência Inercial (Terrestre)

XI - Aponta para o norte;

ZI - Aponta para o centro da Terra;

YI - Completa o sistema destrógiro.
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Ângulos de Euler

Os ângulos de Euler expressam a orientação relativa entre dois sistemas de referên-
cia. Rotações sucessivas, numa ordem determinada, levam um sistema a coincidir
com o outro. Os três principais conjuntos de ângulos de Euler usados na mecânica
do vôo são:

sistema inercial (terrestre) → sistema do corpo: Ψ, Θ, Φ (proa, atitude
longitudinal, inclinação lateral)

sistema inercial (terrestre) → sistema aerodinâmico: χ, γ, µ (rumo, ângulo
de trajetória, rolamento aerodinâmico)

sistema aerodinâmico → sistema do corpo: −β, α, 0 (ângulo de derrapagem,
ângulo de ataque)

�aviocr@ita.br (Mecânica do Voo) Equações do movimento completo AB-722 (2018) 4 / 68



Ângulos de Euler
Sistema inercial para o sistema do corpo

1a rotação: ângulo Ψ em torno do eixo zI do sistema inercial. No �nal o eixo x
está no plano oxBzB do corpo.

u2 = u1 cos Ψ + v1 sin Ψ
v2 = −u1 sin Ψ + v1 cos Ψ
w2 = w1

 u2

v2

w2

 =

 cos Ψ sin Ψ 0
− sin Ψ cos Ψ 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

LΨ

 u1

v1

w1
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Ângulos de Euler
Sistema inercial para o sistema do corpo

2a rotação: ângulo Θ em torno do eixo y do primeiro sistema intermediário. No
�nal o eixo x do segundo sistema intermediário coincide com o do corpo.

u3 = u2 cos Θ− w2 sin Θ
v3 = v2

w3 = u2 sin Θ + w2 cos Θ

 u3

v3

w3

 =

 cos Θ 0 − sin Θ
0 1 0

sin Θ 0 cos Θ


︸ ︷︷ ︸

LΘ

 u2

v2

w2
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Ângulos de Euler
Sistema inercial para o sistema do corpo

3a rotação: ângulo Φ em torno do eixo x do segundo sistema intermediário. No
�nal todos os eixos coincidem.

u = u3

v = v3 cos Φ + w3 sin Φ
w = −v3 sin Φ + w3 cos Φ

 u
v
w

 =

 1 0 0
0 cos Φ sin Φ
0 − sin Φ cos Φ


︸ ︷︷ ︸

LΦ

 u3

v3

w3
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Ângulos de Euler
Sistema inercial para o sistema do corpo

matriz de rotação para passar do sistema inercial para o sistema do corpo:

LI2B = LΦLΘLΨ =[
cos Θ cos Ψ cos Θ sin Ψ − sin Θ

sin Φ sin Θ cos Ψ − cos Φ sin Ψ cos Φ cos Ψ + sin Φ sin Θ sin Ψ sin Φ cos Θ
cos Φ sin Θ cos Ψ + sin Φ sin Ψ − sin Φ cos Ψ + cos Φ sin Θ sin Ψ cos Φ cos Θ

]
Exemplo:

força gravitacional no sistema inercial

(~Fg)I =

 0
0
mg


força gravitacional no sistema do corpo

(~Fg)b = LI2B(~Fg)I =

 −mg sin Θ
mg sin Φ cos Θ
mg cos Φ cos Θ
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Ângulos de Euler
Sistema inercial para o sistema do corpo
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Ângulos de Euler
Sistema inercial para o sistema do corpo

 74

 
Figure 7.8  Euler Angles 

 

8.0 TAKEOFF 

8.1 General 

This section will present the theory of takeoff and landing for conventional aircraft. For this 
handbook, conventional aircraft would be any aircraft with a main gear, a nose gear, and a single 
source of thrust at some angle of incidence ti . Therefore, ‘conventional’ could include some 
aircraft that are considered STOL (Short TakeOff and Landing). One could derive equations that 
are more complex for a VSTOL (Vertical or Short TakeOff and Landing).  

8.2 Takeoff Parameters  

Let us define the following forces, distances, angles and coefficients as depicted in Figure 
8.1. (Not shown on the drawing [to avoid clutter] are gross thrust [ gF ] and the engine inlet [or 
propulsive] drag [ eF ]). 

a. bwD  = drag of the aircraft body and wing - along the aircraft flight path axis. During the 
ground roll, the flight path will be parallel to the runway. 

b. tD  = drag of the aircraft tail - acts along the aircraft flight path (this term is often lumped 
into the body drag for aircraft without a T-tail). 

c. 1L  = lift of the wing - acts perpendicular to the flight path. 

d. 2L  = lift of the tail - also acts perpendicular to the flight path. 

e. tW  = gross weight - acts through the center of gravity of the aircraft. 
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Ângulos de Euler
Sistema inercial para o sistema aerodinâmico

Lembrando que:

sistema inercial → sistema do corpo: Ψ, Θ, Φ (proa, atitude longitudinal,
inclinação lateral)

sistema inercial → sistema aerodinâmico: χ, γ, µ (rumo, ângulo de
trajetória, rolamento aerodinâmico)

Então a matriz de rotação para passar do sistema inercial para o sistema aerodi-
nâmico é análoga à matriz que passa do sistema inercial para o sistema do corpo,
bastando apenas trocar Ψ, Θ e Φ por χ, γ e µ.

LI2A =

[
cos γ cosχ cos γ sinχ − sin γ

sinµ sin γ cosχ− cosµ sinχ cosµ cosχ+ sinµ sin γ sinχ sinµ cos γ
cosµ sin γ cosχ+ sinµ sinχ − sinµ cosχ+ cosµ sin γ sinχ cosµ cos γ

]
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Ângulos de Euler
Sistema aerodinâmico para o sistema inercial

Como a matriz LI2A é ortogonal, a transformação inversa é bastante simples:

LA2I = L−1
I2A = LTI2A =[

cos γ cosχ sinµ sin γ cosχ− cosµ sinχ cosµ sin γ cosχ+ sinµ sinχ
cos γ sinχ cosµ cosχ+ sinµ sin γ sinχ − sinµ cosχ+ cosµ sin γ sinχ
− sin γ sinµ cos γ cosµ cos γ

]
Exemplo 1:

velocidade aerodinâmica no sistema aerodinâmico

(~V )A =

 V
0
0


velocidade aerodinâmica no sistema inercial

(~V )I = LA2I(~V )A =

 V cos γ cosχ
V cos γ sinχ
−V sin γ
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Ângulos de Euler
Sistema aerodinâmico para o sistema do corpo

1a rotação: ângulo −β em torno do eixo zA. No �nal os eixos y coincidem

u2 = u1 cosβ − v1 sinβ
v2 = u1 sinβ + v1 cosβ
w2 = w1

 u2

v2

w2

 =

 cosβ − sinβ 0
sinβ cosβ 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Lβ

 u1

v1

w1
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Ângulos de Euler
Sistema aerodinâmico para o sistema do corpo

2a rotação: ângulo α em torno do eixo y do sistema intermediário. No �nal, todos

os eixos coincidem.
u = u2 cosα− w2 sinα
v = v2

w = u2 sinα+ w2 cosα

 u
v
w

 =

 cosα 0 − sinα
0 1 0

sinα 0 cosα


︸ ︷︷ ︸

Lα

 u2

v2

w2



�aviocr@ita.br (Mecânica do Voo) Equações do movimento completo AB-722 (2018) 14 / 68



Ângulos de Euler
Sistema aerodinâmico para o sistema do corpo

Matriz de transformação do sistema aerodinâmico para o sistema do corpo:

LA2B = LαLβ =

 cosα cosβ − cosα sinβ − sinα
sinβ cosβ 0

sinα cosβ − sinα sinβ cosα


Exemplo 1:

força de arrasto aerodinâmico no sistema aerodinâmico

( ~D)A =

 −qSCD0
0


força de arrasto aerodinâmico no sistema do corpo

( ~D)B = LA2B( ~D)A =

 −qSCD cosα cosβ
−qSCD sinβ

−qSCD sinα cosβ
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Ângulos de Euler
Sistema aerodinâmico para o sistema do corpo

força de sustentação aerodinâmica no sistema do corpo

(~L)B = LAB

 0
0

−qSCL

 =

 qSCL sinα
0

−qSCL cosα


força lateral aerodinâmica no sistema do corpo

(~FY )B = LAB

 0
qSCY

0

 =

 −qSCY cosα sinβ
qSCY cosβ

−qSCY sinα sinβ


força total aerodinâmica no sistema do corpo

~FA = ~D + ~FY + ~L = −qSCD cosα cosβ + qSCL sinα− qSCY cosα sinβ
−qSCD sinβ + qsCY cosβ

−qSCD sinα cosβ − qSCL cosα− qSCY sinα sinβ
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Ângulos de Euler
Sistema aerodinâmico para o sistema do corpo

Exemplo 2:

velocidade aerodinâmica no sistema aerodinamico

(~V )a =

 V
0
0


velocidade aerodinâmica no sistema do corpo

(~V )B = LA2B(~V )A =

 V cosα cosβ
V sinβ

V sinα cosβ

 =

 u
v
w


Note que:

α = arctan
w

u
, β = arcsin

v

V
, V =

√
u2 + v2 + w2
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Ângulos de Euler
Sistema aerodinâmico para o sistema do corpo

Em outras palavras:

o ângulo de derrapagem (β) é o ângulo entre o vetor-velocidade e o plano de
simetria da aeronave;

o ângulo de ataque (α) é o ângulo formado pela componente do
vetor-velocidade no plano de simetria da aeronave com a linha de referência
da fuselagem (LRF).
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Ângulos de Euler
Sistema da propulsão para o sistema do corpo

1a rotação: ângulo βF em torno do eixo z do motor. No �nal os eixos y coincidem.

LβF =

 cos(βF ) − sin(βF ) 0
sin(βF ) cos(βF ) 0

0 0 1


2a rotação: ângulo αF em torno do eixo y do motor. No �nal todos os eixos
coincidem.

LαF =

 cos(αF ) 0 − sin(αF )
0 1 0

sin(αF ) 0 cos(αF )


matriz para passar do sistema do motor para o sistema do corpo.

LP2B = LαFLβF =

 cos(αF ) cos(βF ) − cos(αF ) sin(βF ) − sin(αF )
sin(βF ) cos(βF ) 0

sin(αF ) cos(βF ) − sin(αF ) sin(βF ) cos(αF )
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Ângulos de Euler
do sistema da propulsão para o sistema do corpo

Exemplo 1:

força propulsiva no sistema de referência do motor

(~F )P =

 F
0
0


força propulsiva no sistema de referência do corpo

(~F )B = LP2B(~F )P =

 F cos(αF ) cos(βF )
F sin(βF )

F sin(αF ) cos(βF )
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Ângulos de Euler
Sistema da propulsão para o sistema do corpo

Exemplo 2:

momento causado pelo arrasto aerodinâmico na hélice no sistema de
referência do motor.

( ~Mh)P =

 Mh

0
0


momento causado pelo arrasto aerodinâmico na hélice no sistema de
referência do corpo.

( ~Mh)B = LP2B( ~Mh)P =

 Mh cos(αF ) cos(βF )
Mh sin(βF )

Mh sin(αF ) cos(βF )
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Ângulos de Euler
Relação entre velocidade angular e as derivadas dos ângulos de Euler

Ψ̇, Θ̇ e Φ̇ são componentes não ortogonais de ~ω

a velocidade angular Φ̇ já está no sistema do corpo;

a velocidade angular Θ̇ necessita de uma rotação Φ para ser expressa no
sistema do corpo;

a velocidade angular Ψ̇ necessita de duas rotações (Θ e Φ) para ser expressa
no sistema do corpo.

(~ωb)b =

 p
q
r

 =

 Φ̇
0
0

+ LΦ

 0

Θ̇
0

+ LΦLΘ

 0
0

Ψ̇

 =

 p
q
r

 =

 1 0 − sin Θ
0 cos Φ sin Φ cos Θ
0 − sin Φ cos Φ cos Θ

 Φ̇

Θ̇

Ψ̇
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Ângulos de Euler
Relação entre velocidade angular e as derivadas dos ângulos de Euler

Invertendo a expressão anterior obtem-se: Φ̇

Θ̇

Ψ̇

 =

 1 sin Φ tan Θ cos Φ tan Θ
0 cos Φ − sin Φ
0 sin Φ/ cos Θ cos Φ/ cos Θ

 p
q
r


Analogamente, tem-se a relação entre o vetor velocidade angular ~ω da aeronave
nos eixos aerodinâmicos e as derivadas dos ângulos de Euler χ̇, γ̇, µ̇:

(~ωa)a =

 pa
qa
ra

 =

 1 0 − sin γ
0 cosµ sinµ cos γ
0 − sinµ cosµ cos γ

 µ̇
γ̇
χ̇
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Revisão

2a Lei de Newton para translação:

d~p

dt
=
∑

~Fext

~p é a quantidade de movimento linear (m~v);

A derivada temporal deve ser feita em relação ao referencial inercial.

Pode-se demonstrar que:
d~x

dt
= ~̇x+ ~ωX,I × ~x

~x é um vetor escrito num sistema de coordenadas X qualquer;

o sistema de coordenadas X rotaciona em relação ao inercial com velocidade
angular ~ωX,I ;

d~x

dt
é a derivada temporal de ~x em relacão ao referencial inercial, mas escrito

no sistema de coordenadas de X.
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Revisão

2a Lei de Newton para rotação:

d~l

dt
=
∑

~Mext

~l é a quantidade de movimento angular;

A derivada temporal deve ser feita em relação ao referencial inercial.

Para corpos rígidos:

~l = [I]~ω

~l =

 Ixx −Ixy −Ixz
−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz

 .~ω
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Revisão

Matriz de inércia:

~l =

 Ixx −Ixy −Ixz
−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz


Ixx =

∫
V

(y
2

+ z
2
)dm Iyy =

∫
V

(x
2

+ z
2
)dm Izz =

∫
V

(x
2

+ y
2
)dm

Ixy =

∫
V
xydm Ixz =

∫
V
xzdm Iyz =

∫
V
yzdm

A matriz varia de acordo com o sistema de coordenadas escolhido;

Para um corpo rígido, devemos escolher um sistema de coordenados �xo ao
corpo, caso contrário a matriz irá variar ao longo do tempo;

Muitas aeronaves exibem simetria de distribuição de massa em relação ao
plano x-z: Ixy = Iyz = 0.
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Dedução das Equações do Movimento

Hipóteses

A Terra é considerada um sistema inercial plano;

Desconsideramos, inicialmente, a presença do vento;

A aeronave é simétrica em relação ao plano xBzB ;

A variação de massa ao longo do tempo será desconsiderada.
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Translação

Deduziremos no sistema de coordenadas do corpo:

~V =

 u
v
w


B

~p = m

 u
v
w


B

~ωB,I =

 p
q
r


B

Derivando-se no tempo a quantidade de movimento em relação ao referencial
inercial e aplicando a Segunda Lei de Newton:

d~p

dt
= ~̇p+ ~ωB,I × ~p =

∑
Fext

m

 u̇
v̇
ẇ


B

+

 p
q
r


B

×m

 u
v
w


B

=
∑

FextB
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Translação

m

 u̇− rv + qw
v̇ − pw + ru
ẇ − qu+ pv


B

=
∑

FextB

Onde o somatório das forças externas
∑

FextB é composto pelas contribuições
aerodinâmicas, propulsivas e força peso:∑

FextB = ~FA + ~F + ~P
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Translação

Forças Aerodinâmicas:

Sustentação (L);

Arrasto (D);

Força Aerodinâmica Lateral (Y);

~FA =

 FA,X
FA,Y
FA,Z


B

= LA2B

 −DY
−L


A

onde:

LA2B =

 cosα cosβ − cosα sinβ − sinα
sinβ cosβ 0

sinα cosβ − sinα sinβ cosα
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Translação

Força Peso:

~P =

 PX
PY
PZ


B

= LI2B

 0
0
mg


I

onde:

LI2B =[
cos Θ cos Ψ cos Θ sin Ψ − sin Θ

sin Φ sin Θ cos Ψ − cos Φ sin Ψ cos Φ cos Ψ + sin Φ sin Θ sin Ψ sin Φ cos Θ
cos Φ sin Θ cos Ψ + sin Φ sin Ψ − sin Φ cos Ψ + cos Φ sin Θ sin Ψ cos Φ cos Θ

]

PX =−mg sin(θ)

PY =mg cos(θ) sin(Φ)

PZ =mg cos(θ) cos(Φ)
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Translação

Força propulsiva:
Suponhamos que a força propulsiva esteja no plano XZ da aeronave, inclinada de
um ângulo αF em relação ao eixo XB :

~F =

 FX
FY
FZ


B

=

 Fcos(αF )
0

−Fsin(αF )


B
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Rotação

Deduziremos no sistema de coordenadas do corpo:

~l =

 Ixx −Ixy −Ixz
−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz


B

 p
q
r


B

Derivando-se a quantidade de movimento em relação ao referencial inercial e
aplicando a Segunda Lei de Newton para rotação:

~̇l + ~ωB,I ×~l =
∑

MB

Lembrando que da hipótese de aeronave simétrica: Ixy = Iyz = 0.

Ixxṗ− Ixz ṙ + (Izz − Iyy)qr − Ixzpq =Mext,X

Iyy q̇ + (Ixx − Izz)rp+ Ixz(p
2 − r2) =Mext,Y

Izz ṙ − Ixz ṗ+ (Iyy − Ixx)pq + Ixzrq =Mext,Z
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Rotação

Os momentos externos são compostos pelas contribuições aerodinâmicas e
propulsivas. Assumiremos que o momento propulsivo age apenas em torno do eixo
YB , sendo representado por mF .

Ixxṗ− Ixz ṙ + (Izz − Iyy)qr − Ixzpq =la

Iyy q̇ + (Ixx − Izz)rp+ Ixz(p
2 − r2) =ma +mF

Izz ṙ − Ixz ṗ+ (Iyy − Ixx)pq + Ixzrq =na

Onde: lA, mA e nA são os momentos aerodinâmicos em torno dos eixos XB , YB
e ZB , respectivamente.
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Dedução das Equações do Movimento
Dinâmica de Rotação

Podemos desacoplar as equações acima e isolar as derivadas das variáveis p, q e r:

ṗ =
IxznA + IzzlA + Ixz(Ixx − Iyy + Izz)pq − (I2

xz − IyyIzz + I2
zz)qr

IxxIzz − I2
xz

q̇ =
mA +mF − (Ixx − Izz)rp− Ixz(p2 − r2)

Iyy

ṙ =
IxxnA + IxzlA − Ixz(Ixx − Iyy + Izz)qr + (I2

xx − IxxIyy + I2
xz)pq

IxxIzz − I2
xz
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Dedução das Equações do Movimento
Relações cinemáticas

Temos 6 equações (3 relacionadas à dinâmica de translação, e 3 relacionadas à
dinâmica de rotação). Precisamos agora de expressões que permitam de�nir a
posição (xI ,yI , HI) e a atitude da aeronave (Φ, θ, ψ).
Cinemática de translação ẋI

ẏI
żI


I

=

 ẋI
ẏI
−Ḣ


I

= LB2I

 u
v
w


B

Onde LB2I = LTI2B , e LI2B foi obtida no capítulo anterior.

LI2B =[
cos Θ cos Ψ cos Θ sin Ψ − sin Θ

sin Φ sin Θ cos Ψ − cos Φ sin Ψ cos Φ cos Ψ + sin Φ sin Θ sin Ψ sin Φ cos Θ
cos Φ sin Θ cos Ψ + sin Φ sin Ψ − sin Φ cos Ψ + cos Φ sin Θ sin Ψ cos Φ cos Θ

]
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Dedução das Equações do Movimento
Relações cinemáticas

Logo, as equações cinemáticas de translação �cam:

ẋ =u cos Θ cos Ψ + v(sin Φ sin Θ cos Ψ − cos Φ sin Ψ) + w(cos Φ sin Θ cos Ψ + sin Φ sin Ψ)

ẏ =u cos Θ sin Ψ + v(cos Φ cos Ψ + sin Φ sin Θ sin Ψ) + w(− sin Φ cos Ψ + cos Φ sin Θ sin Ψ)

Ḣ =u sin Θ − v sin Φ cos Θ − w cos Φ cos Θ

Cinemática de rotação Já foi apresentada anteriormente (Relação entre
velocidade angular e derivadas dos ângulos de Euler): Φ̇

Θ̇

Ψ̇

 =

 1 sin Φ tan Θ cos Φ tan Θ
0 cos Φ − sin Φ
0 sin Φ/ cos Θ cos Φ/ cos Θ

 p
q
r
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Dedução das Equações do Movimento
Equações do movimento

Completamos, assim, o conjunto das 12 equações do movimento completo;
Dinâmica de translação:

u̇ =rv − qw + Fext,x/m

v̇ =pw − ru+ Fext,y/m

ẇ =qu− pv + Fext,z/m

Dinâmica de rotação:

ṗ =
IxznA + IzzlA + Ixz(Ixx − Iyy + Izz)pq − (I2xz − IyyIzz + I2zz)qr

IxxIzz − I2xz

q̇ =
mA +mF − (Ixx − Izz)rp− Ixz(p

2 − r2)

Iyy

ṙ =
IxxnA + IxzlA − Ixz(Ixx − Iyy + Izz)qr + (I2xx − IxxIyy + I2xz)pq

IxxIzz − I2xz
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Dedução das Equações do Movimento
Equações do movimento

Cinemática de translação:

ẋ =u cos Θ cos Ψ + v(sin Φ sin Θ cos Ψ − cos Φ sin Ψ) + w(cos Φ sin Θ cos Ψ + sin Φ sin Ψ)

ẏ =u cos Θ sin Ψ + v(cos Φ cos Ψ + sin Φ sin Θ sin Ψ) + w(− sin Φ cos Ψ + cos Φ sin Θ sin Ψ)

Ḣ =u sin Θ − v sin Φ cos Θ − w cos Φ cos Θ

Cinemática de rotação:

Φ̇ =p+ q sin Φ tan Θ + r cos Φ tan Θ

Θ̇ =q cos Φ − r sin Φ

Ψ̇ =q sin Φ/ cos Θ + r cos Φ/ cos Θ
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Dedução das Equações do Movimento
Equações do movimento

Temos um total de 12 variáveis de estado:

u,v,w,p,q,r,Φ, θ, ψ, xI , yI , H.

Três variáveis são ignoráveis: ψ,xI , yI .

Em geral, temos quatro variáveis de controle:

δp, δa, δr, π (de�exão de profundor, aileron, leme e manete)
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Dedução das Equações do Movimento
Equações do movimento

Vimos ainda que:

u = V cosα cosβ

v = V sinβ

w = V sinα cosβ

Pode-se chegar às seguintes relações:

V̇ = (uu̇+ vv̇ + wẇ)/V

α̇ = (uẇ − wu̇)/(u2 + w2)

β̇ = (V v̇ − vV̇ )/(V
√
u2 + w2)

Dessa forma, podemos reescrever as equações e substituir os estados (u,v,w) por
(V,α, β).
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Modelo Propulsivo

Resta ainda, de�nir como as forças e momentos externos (propulsivos e
aerodinâmicos) são calculados.
Usaremos a mesma equação para modelar a tração apresentada no estudo do
movimento longitudinal:

F = πFmax,i(
V

Vi
)nv (

ρ

ρi
)nρ

Naturalmente, o mesmo modelo atmosférico (ISA) pode ser empregado.
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Modelo Aerodinâmico

Já vimos que as forças aerodinâmicas são funções não lineares de:

α (ângulo de ataque)

β (ângulo de derrapagem)

p,q,r (velocidades angulares de rotação)

Re (número de Reynolds)

M (número de Mach)

De�exão das superfícies de comando

Efeitos não estacionários

Admitiremos as seguintes hipóteses:

Escoamento quase-estacionário;

Linearização;
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Modelo Aerodinâmico

No estudo do movimento longitudinal, vimos que CL e Cm dependem de α,
α̇, δp e q, através das respectivas derivadas de estabilidade e controle. CD
pode ser calculado por meio da polar de arrasto da aeronave.

Deveremos considerar, agora, as in�uências de outros fatores sobre as forças e
momentos aerodinâmicos:

Derrapagem β

Velocidades ângulares p e r;

De�exões do leme (δr) e aileron (δa).
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Modelo Aerodinâmico

Para o caso das forças L,D, e momentos longitudinais mA, assumiremos que
podem ser calculadas da mesma forma já vista no estudo do movimento
longitudinal. Ou seja, vamos ignorar a contribuição das variáveis descritas acima.

CL = CL0 + CLαα+ CLδpδp+ CLq

(
qc

Vref

)
CD = CD0 +K1CL +K2C

2
L

Cm = Cm0 + Cmαα+ Cmδpδp+ Cmq

(
qc

Vref

)
+ Cmα̇

(
α̇c

Vref

)
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Modelo Aerodinâmico

Força Aerodinâmica Lateral: Depende de

derrapagem (β), de�exão do leme (δr) e de�exão do aileron (δa).

CY = CYββ + CYδrδr + CYδaδa

Note que CY 0 = 0, ou seja, dada a simetria da aeronave e do escoamento quando
a derrapagem e de�exões são nulas, não há força aerodinâmica lateral.

Note, na �gura ao lado, que uma der-
rapagem positiva (escoamento à direita)
causa uma força aerodinâmica negativa
(CYβ < 0).
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Modelo Aerodinâmico

Note, na �gura ao lado, uma de�exão po-
sitiva do leme (pedal esquerdo acionado)
causa uma força aerodinâmica positiva.
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Modelo Aerodinâmico

E quanto à força lateral produzida pelo acionamento dos ailerons e spoilers? Em
geral, se as superfícies de comando estão longe da fuselagem, o coe�ciente CYδa é
nulo. Se as superfícies estão próximas da fuselagem, suas de�exões podem causar
alterações no escoamento próximo da fuselagem, gerando força lateral. Em geral,
análises de CFD ou ensaios são necessários para determinar o valor de CYδa .

À rigor, as forças aerodinâmicas laterais dependem também de p e r, mas,
muitas vezes o efeito é pequeno e pode ser desprezado.
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Modelo Aerodinâmico

Momento de rolamento: Depende de

derrapagem (β), velocidade de rolamento e guinada (p e r) de�exão do leme
(δr) e do aileron (δa).

Cl = Clββ + Clδrδr + Clδaδa+ Clp
pb

Vref
+ Clr

rb

Vref

Como a resultante das forças laterais devido à derrapagem não passa
necessariamente pelo CG, espera-se que β induza um momento de rolamento.
Alguns fatores in�uenciam decisivamente a derivada de estabilidade associada
(Clβ ):

Diedro das asas;

Posição relativa das asas (alta, média ou baixa);

Tamanho da empenagem vertical;

Presença de quilha.
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Modelo Aerodinâmico

Imaginemos uma derrapagem positiva em uma aeronave com diedro também
positivo. Nesse caso, a tendência é que a asa direita seja levantada, gerando
um momento negativo, ou seja, Clβ < 0;

Asas altas tendem a causar diminuição algébrica no valor de Clβ ;

Derivas grandes causam diminuição algébrica de Clβ ;

O oposto ocorre se a aeronave tiver quilhas
(ventral �ns)grandes. Aumento algébrico de Clβ ;

O efeito das quilhas e deriva se explica pela
posição relativa entre a resultante das forças
laterais sobre as superfícies verticais e o eixo XB ;

Aeronaves de asa alta, diedro positivo alto,
grande deriva e sem quilhas terão um valor
bastante negativo de Clβ .
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Modelo Aerodinâmico

Efeito de asa alta/baixa sobre o Clβ :

Asa alta tende a diminuir o Clβ ;

Asa baixa tende a aumentar o Clβ .
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Modelo Aerodinâmico

Em geral, boa qualidade de vôo é obtida quando Clβ é negativo, porém, com
valor absoluto não muito alto;

Assim, a maioria dos aviões de asa baixa possuem diedro positivo;

Da mesma forma, em alguns casos, aviões de asa alta tem diedro negativo;

O efeito da derivada Clβ é conhecido como efeito de diedro.
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Modelo Aerodinâmico

Observemos o efeito de uma guinada (r) positiva. A asa esquerda avança
mais rápido que a direita, logo, há um aumento da sustentação sobre a asa
esquerda. O efeito é um momento de rolamento positivo (Clr > 0). Além
disso, um ângulo de ataque efetivo é induzido na EV, gerando uma força que
tende à baixar a asa direita;
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Modelo Aerodinâmico

O efeito de rolamento (p) positivo é uma
indução de ângulo de ataque efetivo
positivo na asa direita e negativo na asa
esquerda. Efeito análogo ocorre na deriva.
O resultado é um momento de rolamento
negativo, Clp < 0. Note que trata-se de um
efeito de amortecimento aerodinâmico.
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Modelo Aerodinâmico

De�exão positiva de aileron (manche à esquerda): a sustentação da asa
esquerda diminui e da direita aumenta, logo Clδa < 0;

De�exão positiva do leme (pedal esquerdo): a sustentação da EV aumenta.
Como a mesma está, em geral, acima do eixo XB , o efeito é Clδr > 0;

Em geral, quando o aileron direito (δad) baixa, o esquerdo (δae) sobe e
vice-versa. Convenciona-se que a de�exão do aileron (δa) é dada por:
δa = 1/2(δae + δad)

Se spoilers forem usados para controle de rolamento, manche à esquerda faz
o spoiler da asa esquerda se de�etir, diminuindo a sustentação nessa asa.
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Modelo Aerodinâmico

Momento de guinada: Depende de

derrapagem (β), velocidade de rolamento e guinada (p e r), de�exão do
aileron (δa) e do leme (δr).

Cn = Cnββ + Cnδrδr + Cnδaδa+ Cnp
pb

Vref
+ Cnr

rb

Vref

Como a resultante das forças laterais devido à derrapagem não passa
necessariamente pelo CG, espera-se que β induza um momento de guinada;

A resultante da força devido à β pode ser decomposta nas contribuições da
deriva e da fuselagem;

Como a deriva está atrás do CG, sua contribuição é aumentar o valor de Cnβ ;

O CA da fuselagem, em geral, localiza-se à frente do CG, de modo que essa
estrutura tende à diminuir o valor de Cnβ .
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Modelo Aerodinâmico

Em geral, a contribuição da deriva é maior, assim Cnβ > 0.

Observe que trata-se de um efeito estabilizante dada uma perturbação de β.
Busca-se, no projeto, que a empenagem vertical seja su�cientemente grande de tal
forma a garantir que Cnβ > 0.
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Modelo Aerodinâmico

O efeito da velocidade de rolamento (p) sobre o momento de guinada é, em
geral, desprezível para aeronaves convencionais Cnp ≈ 0;

O efeito da velocidade de guinada (r) sobre o momento de guinada é o
seguinte: um ângulo de ataque efetivo é induzido sobre a deriva, originando
uma força para a direita. Como a deriva localiza-se atrás do CG, um
momento de guinada negativo é produzido (Cnr < 0). Como a asa esquerda
move-se mais rapidamente, uma maior sustentação aumentando o arrasto
nessa asa. O efeito tende, também, a produzir um momento de guinada
negativo;

Logo, o efeito de Cnr negativo é de amortecimento aerodinâmico.
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Modelo Aerodinâmico

Manche à esquerda, logo de�exão positiva do aileron ou spoiler, causa um
aumento da sustentação na asa direita e diminuição na esquerda. Como
consequência, o arrasto aumenta na asa direita e diminui na esquerda, O
resultado é um momento de guinada positivo (Cnδa > 0);

O efeito de guinada produzido pelos ailerons é chamado de efeito de guinada
adversa. Ele é mais notado em aeronaves de asas alongadas, tais como os
planadores;

Quando o pedal esquerdo é acionado (δr > 0) uma força à direita é
produzida na EV. O efeito é, então, uma guinada negativa (Cnδr < 0).
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Modelo Aerodinâmico

A tabela abaixo resume os principais efeitos associados às derivadas de
estabilidade e controle látero-direcionais.

O estudo apresentado se aplica a aeronaves convencionais. Naturalmente
diferenças podem ser notadas no caso de aeronaves de con�guração não
ortodoxa.

Métodos de estimativa das derivadas de estabilidade e controle
látero-direcionais semelhantes aos vistos no estudo do movimento
longitudinal podemser também aplicados. A série de livros do Roskam, por
exemplo, pode ser consultada.
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Cálculo do Equilíbrio

Vamos calcular a condição de equilíbrio para uma aeronave em voo curvilíneo
horizontal estabilizado.

Trata-se de uma condição permanente de vôo: situação na qual não há
variação nas forças externas atuando sobre aeronave.

Em uma curva horizontal estabilizada, tem-se uma velocidade angular Ω
constante em relação ao sistema inercial.

O vetor velocidade ângular está alinhado com o eixo Z do sistema terrestre
ZI .

Vimos que: p
q
r

 =

 1 0 − sin Θ
0 cos Φ sin Φ cos Θ
0 − sin Φ cos Φ cos Θ

 Φ̇

Θ̇

Ψ̇


Logo (Φ̇ = θ̇ = 0, ψ̇ = Ω):

pE = − Ω sin θE

qE =Ω sin ΦE cos θE

rE =Ω cos ΦE cos θE

�aviocr@ita.br (Mecânica do Voo) Equações do movimento completo AB-722 (2018) 61 / 68



Cálculo do Equilíbrio

Para condição de voo permanente devemos impor ainda que as equações de
força e momento sejam mantidas em equilíbrio.

Devemos anular as 3 equações de forças no equilíbrio, bem como as 3 equações de
momento. Além disso, das equações cinemáticas, apenas a variação de altura
deve ser zerada. Em geral, de�ne-se: VE , HE , ΩE .

u̇ = 0

v̇ = 0

ẇ = 0

ṗ = 0

q̇ = 0

ṙ = 0

Ḣ = 0

Temos 7 equações;

8 variáveis desconhecidas: α,β, ΦE , θE , δpE , δaE , πE .

Podemos arbitrar um valor para uma delas e calcular as outras
sete de modo a resolver o conjunto de equações;

Soluções analíticas simpli�cadas podem ser tentadas.
Focaremos, porém, nas soluções numéricas. Pode-se
implementar numericamente no MATLAB empregando-se a
função fsolve, de maneira análoga ao caso do movimento
longitudinal.
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Cálculo do equilíbrio
Curva com asas niveladas

Utilizaremos os seguintes dados de equilíbrio: VE , ΩE , HE e ΦE . Para asas
niveladas, ΦE = 0

Calculamos αE , βE , θE , δpE , δaE , δrE , πE

Temos vento vindo da esquerda (β < 0);

Pedal direito acionado (δr < 0);

Manche à esquerda (δa > 0);

Note que grandes de�exões de comandos
são necessárias;

Esse tipo de curva (deescoordenada) gera
forças de inércia laterais desagradáveis ao
passageiro e é pouco usada na prática.
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Cálculo do equilíbrio
Curva coordenada

Utilizaremos os seguintes dados de equilíbrio: VE , ΩE , HE e βE . Para curva
coordenada, βE = 0

Calculamos αE , φE , θE , δpE , δaE , δrE , πE
Temos curva à direita;

Asa direita abaixada (Φ > 0)

Pedal direito acionado (δr < 0);

Manche à esquerda (δa > 0);

Esse tipo de curva é chamada de curva
coordenada. O piloto atua em ambos os
comandos visando manter a derrapagem
nula;

Veja que as de�exões de comando exigidas
são relativamente pequenas.
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Cálculo do equilíbrio
Aeronave glissada

Utilizaremos os seguintes dados de equilíbrio: VE , ΩE , HE e βE . Para vôo
reto com aeronave glissada, βE 6= 0, ΩE = 0;

Calculamos αE , φE , θE , δpE , δaE , δrE , πE ;

Assim como na curva descoordenada o uso da glissada pode trazer sensações
desagradáveis de aceleração lateral para os passageiros;

Vento à esquerda (β > 0);

Pedal direito acionado (δr > 0);

Manche para a esquerda (δa < 0);

Note os �comandos cruzados� típicos da
glissada;

Em aeronaves pequenas é um recurso
bastante usado, especialmente durante o
pouso.
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Cálculo do equilíbrio
Vôo reto nivelado

Utilizaremos os seguintes dados de equilíbrio: VE , ΩE , HE e βE . Para vôo
reto nivelado, βE = 0, ΩE = 0

Calculamos αE , φE , θE , δpE , δaE , δrE , πE

Asas niveladas (φ = 0);

Pedal neutro (δr = 0);

Aileron neutro (δa = 0);

θE = αE
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Cálculo do equilíbrio
Vôo reto nivelado

A seguir, repetimos os dados do slide anterior, mas para um modelo de
aeronave que inclui o torque devido à rotação da hélice na dinâmica;

Utilizaremos os seguintes dados de equilíbrio: VE , ΩE , HE e βE . Para vôo
reto nivelado, βE = 0, ΩE = 0;

Calculamos αE , φE , θE , δpE , δaE , δrE , πE .

Note que, nesse caso, leme e aileron são
não nulos, com o objetivo de compensar o
torque do motor.
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Cálculo do equilíbrio
Observações

Deve-se ter em mente que as de�exões apresentadas correspondem ao
equilíbrio, e não aos movimentos necessários para levar a aeronave do vôo
reto para a curva estabilizada;

Naturalmente, para iniciar uma curva à direita, deve-se mover o manche à
direita, muito embora o comando possa ser à esquerda no equilíbrio.
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